MagdalenaNiculescu

GEOMETRIA
TETRAEDRULUI

Editura Tedno-A>t


https://www.libris.ro/geometria-tetraedrului-magdalena-niculescu-TEA973-85306-3-6--p37324455.html

CUPRINS

PTRIAT cotnont srvmsmenesmmuekssmmavnasss ssames asnmamehsibbamtloeii dammboms 3
CAPITOLUL 1. NOTIUNI TEORETICE FUNDAMENTALE....... .. 4
1.1. Terminologie si proprietati........................................ 4
1.2. Tetraedre particulare.............................ooiis. 7

CAPITOLUL 2. PUNCTE, DREPTE SI PLANE iIN TETRAEDRU... 8§

2.1. Mediane, bimediane, centre de greutate........................ 8
2.2. Plane mediatoare......................... 12
2.3. Sectiuni in tetraedru........................ ... 12
2.4. Coliniaritate..............................o 14
2.4.1.Teorema lui Menelaus..................................... L4

2.4.2. Teorema lui Desargues.........................oooie, 16

2.5. Concurenta si coplanaritate.................................... 19
2.5.1. Relatii Van Aubel In spativ............................ 20
CAPITOLUL 3. RELATII METRICE IN TETRAEDRU............... 22
3.1. Relatiide tip Leibniz............................................. 22
3.2. Lungimile medianelor si bimedianelor........................ 23
3.3. Unghiul a doud muchiiopuse...................................... 25
3.4. Geometria unghiurilor triedre.................................. 26
3.4.1. Formula cosinusului diedrului.......................... 20

3.4.2. Formula cosinusului plan.........................o... 27

3.4.3. Formulele sinusurilor triedrului........................ 28

3.5. Teorema lui Steiner.....................................ociiin... 29
3.6. Relatii Stewartin spatiu.......................................... 31
3.7. Teorema sinusurilor in tetraedru................................ 33

94



GAPIEOLULE 4. ARIFST VOLUME, . 015 eeeieeeemiinniaarasrnninneeeeens 33

4.1. Relatii intre ariile fetelor §i unghiurile diedre................. 35

4.2. Volumul tetraedrului............oooomiiii 36

4.2.1. Formule cu sinusul triedrulut..............ooo 36

4.2.2. Formule cu lungimile muchmlor...................o.o0 37

4.2.3. Formule cuariileadoud fete...................o 39

4.2.4. Formule cu distanta intre muchii opuse................ 40

4.3 Aplicatii........ooooii 41

CAPITOLUL 5. TIPURIDE TETRAEDRE ... 45

5.1. Tetraedre ortocentrice. .........cooovvieriiiiiiiiiiiiiniinaiiiien 45

5.2. Tetraedre echifaciale ... 48

5.3. Tetraedre tridreptunghice................ooii 52

5.4. Tetraedre Crelle.............coooiiiii i 56

5.5. Tetraedre izodinamice si izofaciale........................ooo 57

5.6. Tetraedreregulate................ooooiiiiiiiiiiii 62

CAPITOLUL 6. TEME DE STUDIU iN TETRAEDRU................... 05

6.1. TEMA 1. Iniltimi in tetraedru..................cooooion 65

6.2. TEMA 2. Tetraedrul regulat.................................... 71

6.3. TEMA 3. Tetraedre cu sase puncte pe sfera................... 70

6.4. TEMA 4. Concurente in tetraedru...........................o 79

6.5. TEMA 5. Sectiuni in tetraedru....................n 82
CAPITOLUL 7. Analogii intre rezultatele din geometria triunghiului si

geometria tetraedrului...... ... 86

BIBLIOGRAFIE.....uvirinnenenrriniieiieenisnniatssnasiiansnnsiomasssamins 96



CAPITOLUL 1
NOTIUNI TEORETICE FUNDAMENTALE

Acest capitol contine notiunile teoretice pregititoare pentru a
parcurge lucrarea elaboratd. El a fost introdus pentru a se realiza o prezentare
condensata a cunostintelor fundamentale legate de tetraedru.

1.1. Terminologie si proprietiti

Definitia 1.1. Fie un triunghi ABC si Dg(ABC), (Fig.1.1). Se
numeste fetraedru reuniunea tuturor segmentelor inchise [DP], unde
PeAABCulnt (AABC).

Observatie:  Tetraedrul este
corpul geometric determinat de patru
puncte  necoplanare din  spatiu.
Denumirea sa provine de la cuvintele
grecestl: tetra - patru, hedra - fata.

Pentru tetraedrul ABCD din
fig. 1.1, punctele A, B, C, D se
numesc varfurile tetraedrulul. A
Segmentele inchise [DA], [DB], [DC],
[AB], [BC], [CA] se numesc muchiile
tetracdrului, iar suprafetele
triunghiulare [ABC], [ABD], [ACD],
[BCD] sunt fetele tetraedrului.

Reuniunea fetelor tetraedrului se numeste suprafata tetraedrului, iar
suma ariilor acestor fete se numeste aria fotald a tetraedrului. Orice punct al
segmentulut (DP) se numeste punct interior tetraedrului. Doud muchii
necoplanare ale unui tetraedru se numesc muchii opuse.

Observatii:

1. Aparent, din modul de definire a tetraedrului, nu rezuiti ci [AB],
[BC], [CA] fac parte din tetraedru, dar, intrucdt P parcurge si laturile
triunghiului ABC, atunci si acestea fac parte din tetraedru.

2. Uneori, prin tetraedru se va intelege numai suprafata sa, acest lucru
rezultind din context.

Definitia 1.2. Se numeste mediana a unui tetraedru segmentul care
uneste varful unui tetraedru cu centrul de greutate al fetei opuse.

Observatie: Intr-un tetraedru exista patru mediane.

Definitia 1.3. Se numeste /naltime a unui tetraedru segmentul ce are
ca extremutdti un varf al tetraedrului i proiectia acestui varf pe planul fetei
opuse. Proiectia unui varf pe planul fetei opuse se numeste piciorul inaltimii.




Observatii:

1. 'Uneori, ‘ot indltimé- se''poate numi s dreapta care contine
segmentul numit indltime (prin‘analogie cu ndltimea unui triunghi).

2. Daca se considera iIndltimea ca segment, se poate vorbi de
lungimea tnaltimii.

3. Distanta de la un varf al tetraedrului la planul fetei opuse este
lungimea inaltimii corespunzitoare fetei respective.

4. Deoarece tetraedrul are patru varfuri, existd patru indltimi ale
tetraedrului.

5. Spre deosebire de inaltimile unui triunghi care sunt concurente
indiferent de natura triunghiului, nu orice tetraedru are indltimile concurente.
Astfel, exista tetraedre in care indltimile nu sunt concurente si tetraedre in
care acestea sunt concurente.

Definitia 1.4. Se numeste bimediand a unui tetraedru, segmentul
determinat de mijloacele a doud muchii opuse.

Observatie: Intr-un tetracdru existd
trei bimediane.

Teorema 1.1. Produsui dintre o
indltime a tetraedrului si aria feter care
contine piciorul acestei inaltimi este egal
cu produsul dintre orice altd indltime a
aceluiasi tetraedru st aria feter ce contine
piciorul acelei indltimi (Fig.1.2).
AA'-SBCD:BB"SACD:CC"SABD:DD"SABC
unde AA', BB', CC', DD' reprezintd B
lungimile naltimilor [AA'], [BB'], [CC'], Fig.1.2
[DD'] ale tetraedrului ABCD.

Definitia 1.5. Se numeste volum al tetraedrului numéarul ce reprezintd
1/3 din produsul dintre o indltime a tetraedrului si aria fetei care contine
piciorul acelei inaltimi. Pentru tetraedrul din figura 1.2, daca se noteaza cu V
volumul sdu, avem:

V= %AA'- Speps Sau: V= %BB’- Sicp sau

V= %cc'- S g > SAU: V = %DD'- S a5c
Tinind seama de definitia indltimii, se mai poate scrie:
V= %d(A, (BCD))- Sy, si analoagele.

Consecintii: Distanta de la un varf al tetraedrului la fata opusa
acesteia este egalda cu raportul dintre triplul volumului sidu si aria fetel
respective, adica:

d(A.(BCD)) = <h/

BCD

si analoagele.
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Teorema 1.2. (de aditivitate a volumului). Fie un tetraedru ABCD:
1. Daca Me (BC),atunci: Viger=VasvptVacmp (Fig.1.3 a);
2. Dacad MEIHt(AABC), atanci: Vapep=Veempt Veampt Veamp (Fig.1.3 b);
3. Daca M este un punct din interiorul tetraedrului ABCD, atunci:
Vasco=Vasem™VeemptVepavmtVoaswm (Fig. 1.3 ©)

D D D
C C C
A A A
M
a) B p g o

Fig.1.3

Definitia 1.6. Prin unghiul a doud fefe ale unui tetraedru intelegem
unghiul plan al unghiului diedru care contine aceste fete.

Se considerd trei semidrepte necoplanare: a=[OA, b=[ OB, ¢=[OC cu
originea comund in punctul O. Aceste semidrepte, doua cate doud, determini
trel semiplane o, B, v, pe care le notam astfel: a = (a; b), B = (b; ¢), v = (a; ¢)

Aceste semiplane, doud cate doud, Impreund cu semidreapta
corespunzdtoare intersectiei lor, definesc trei unghiuri diedre pe care le
notam: Z(a, B), Z(a, v), Z(B, y).

Definitia 1.7. Multimea
formata din semidreptele a, b, c,
impreund cu semiplanele o, B, y se
noteazd cu Z(a, b, ¢) sau 7
ZO(ABC) si se numeste wunghi ’
triedru (Fig.1.4). /

Observatie: Punctul O se ./ g a A
numeste varful triedrului.
Semidreptele a, b, ¢, se numesc
muchiile triedrului. Unghiurile Z(a, b), Z(a, ¢), Z(b, ¢) se numesc unghiurile
triedrului, 1ar Z(a, B), Z(a, y). Z(v, B) se numesc diedrele triedrului.

Definitia 1.8. Se numeste sectiune intr-un tetraedru intersectia dintre
un plan si un tetraedru.

Considerand un tetraedru confectionat din hértie (tetraedru-suprafata
deci nu tetraedru-corp), prin desfasurarea tetraedrului se intelege poligonul
plan care se obtine prin “rabaterea” fetelor sale In jurul muchiilor unei fete,
pana cand toate fetele devin coplanare (Fig.1.5).

Fig.14
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Definitia 1.9. Se numeste plan bisector al diedrului propriu Z[(ABC),
(BCD)], planul o ce contine punctele M cu proprietatea Z[(ABC),
(BCM)]=£[(MBC), (BCD)]. Semiplanul delimitat de BC in q, alcdtuit din
punctele interioare diedrului dat, se numeste semiplan bisector. Planul prin
BC perpendicular pe o se numeste plan bisector exterior.

1.2. Tetraedre particulare

in functie de conditiile care se pot pune asupra fetelor tetraedrului sau
asupra lungimilor muchiilor, tetraedrele pot fi:

1. Tetraedrul izofacial sau piramida triunghiulard regulatd, care are o
fatd triunghi echilateral;

2. Tetraedrul echifacial, care are toate fetele triunghiuri echivalente
(de aceeasi arie);

3. Tetraedrul regulat, care are toate fetele triunghiuri echilaterale;

4. Tetraedru tridreptunghic, care are trei dintre fete triunghiur
dreptunghice cu unghiurile drepte in acelasi vérf.

Daci se pun conditii asupra lungimilor muchiilor, exista:

1. Tetraedre echifaciale, la care muchiile opuse sunt congruente;

2. Tetraedre regulate, care au toate muchiile A

congruente;
3. Tetraedre izodinamice, la care produsele
muchiilor opuse sunt egale (Fig.1.6): D
AD-BC=AC-BD=AB-CD. BN T A
4. Tetracdre Crelle, la care sumele muchiilor
opuse sunt egale: C
AD+BC = AC+BD = AB+CD. Fig.1.6

5. Tetraedre ortocentrice au sumele patratelor muchiilor opuse egale:
AD*+BC? = AC*BD’ = AB™+CD".
Existd si alte criterii de particularizare: dupd unghiuri diedre, dupd
unghiuri triedre, dupd distanta intre muchiile opuse, dupd lungimile sau
pozitiile reciproce ale unor linii importante in tetraedru.



CAPITOLUL 2
PUNCTE, DREPTE SI PLANE IN TETRAEDRU

2.1. Mediane, bimediane, centre de greutate

Mediana unui tetraedru este segmentul care uneste varful acestuia cu
centrul de greutate al fetei opuse. Rezultd ci intr-un tetraedru existi patru
mediane,

Teorema 2.1.Medianele unui tetraedru ABCD sunt concurente intt-un
punct numit centru de greutate. Acesta se giseste pe fiecare mediand la 3/4
de varf'si la 1/4 de baza.

Demonstratie: Fie [DGp] si [AG,] medianele care pleacd din
varfurile D, respectiv A, iar G punctul lor de intersectie (Fig.2.1).

Daca [AM] este mediand in AABC si Gp - centru de greutate n

AABC, rezulta ci: MGD == analog, MG, _1
MA 3 MD

5
Din cele doua relatii se obtine:
MG, MG,
= = [GAG aralel cu [DA
MA D [GaGp] p [DA]
(conform reciprocei teoremei lui Thales).
Conform teoremei fundamentale a
asemdndrii, rezulti AMGpGs~AMAD. De

.. GG
aici 2024 1 o) GpG, L ADCIm
AD 3

3
DGp, NAG, ={G} = A GGG, ~AGDA A

G, G
,GaGp _GG, GG, _1

AD DG AG 3
Daci GGDzéDGsi GGA%AG,

Fig.2 1

rezultd cd punctul G este situat pe fiecare mediani la % din lungimea ei de la

varf.
Analog se demonstreazi ci medianele din B si C intersecteaza

mediana din D la % din lungimea ei, adicd trec tot prin G. Punctul G astfel

determinat se numeste centru de greutate al tetraedrului.

Definitia 2.1. Planul care trece printr-o muchie a unui tetraedru si prin
mijlocul muchiei opuse se numeste plan median.

Teorema 2.2. Cele sase plane mediane ale unui tetraedru sunt
concurente.



Demonstratie: Fie (ADM) planul median care trece prin G (Fig.2.1).
Cum toate planele mediane ale’ ‘tetragdrului trec prin G, rezulta cé ele sunt
concurente.

Teorema 2.3. Fie tetraedrul ABCD (Fig.2.2) si punctele Mc(AD),

Ne(CD), Pe(BD). Planul (MNP) trece prin centrul de greutate G al

tetraedrului daca si numai dacd —— AM + Pﬂ + O _

PD ND

Demonstratie: Fie K centrul de greutate al triunghiului ABC.
a) Implicatia directc:
Daci planele (MNP) si (ABC) sunt paralele, atunci:

MA _PB _NC_GK _1 . MA BP CN

== gideci —+—+——=1.

MD PD ND GD 3 MD PD ND

Daci planele (MNP) si (ABC) se intersecteaza dupd o dreapta d, fie

atunci: {E}zdeN; {F} =d nGP; {H}=dnGM.

Din teorema lui Menelaus in triunghiul DAK (transversala MGH):
MA GD HK _ _ MA_GK HA
MD GK HA MD GD HK'
In triunghiul DBK (transversala GPF):
PB GD FK_, _PB_GK FB |
PD GK FB PD GD FK
In triunghiul DCK (transversala GNE):

NC GD EK NC GK EC
=] =>—

ND GK EC ND GD EK’
Adunind cele trei egalititi membru cu membru, se obtine:

MA PB A NC_GK (HA+FB+ECJ 1'(&+E+E)
MD PD ND GD \HK FK EK/ 3 \HK FK EK/



